1 Grupa

Pétgrupa nazywa sie zbiér G, w ktorym okreslono dwuargumentowe dziatanie tgczne tzn.
spetniajace warunek: dla wszystkich a,b, ¢ € G zachodzi: (aob)oc=ao (boc).

Zbiér G z (dobrze) okreslonym na nim dwuargumentowym dzialaniem o nazywa sie grupa,
jezeli ma on nastepujace wtasnosci:

e Wewnetrznosé: dla dowolnych elementéw a i b ze zbioru G ich wynik aob réwniez nalezy
do zbiory G; méwi sie wtedy, ze zbidr G jest zamkniety ze wzgledu na dziatanie o.
e Lacznosé: dla wszystkich a, b i ¢ nalezacych do G zachodzi: (aob)oc=ao (boc).

e Element neutralny: istnieje element e w zbiorze G spetniajacy dla dowolnego elementu
a 7 tego zbioru warunek: a o e = a.

e Odwracalno$é: dla kazdego a € G musi istnie¢ x € GG, dla ktérych aoz =e.

Grupa to para uporzadkowana (G, o); zbiér G nazywa sie nosnikiem grupy z dziataniem o.
Grupe (G, o) speliajaca piaty aksjomat:

e Przemiennos$é¢: dla dowolnych elementéw a, b zbioru G spetniona jest rownosé aob = boa;

nazywa si¢ grupa przemienng (lub abelowa od nazwisko Nielsa Abela 1802 - 1829).

Przyktad. Rozpatrzmy zbiér Z (zbiér liczb catkowitych) z dziataniem % okreslonym wzorem
a*xb=a+b—2 dla wszystkich a,b € Z. Czy struktura (Z, %) jest grupa?

Przyktady

Niech A oznacza niepusty zbior, a P(A) oznacza zbiér wszystkich podzbioréow zbioru A. Zbiér
P(A) tworzy grupe z dziataniem réznicy symetrycznej A. Sprawdzié, ze spetnione sa aksjomaty
grupy.

Sprawdzi¢, ze zbiér liczb catkowitych z dziataniem dodawania tworzy grupe przemienna.

Sprawdzi¢, ze zbidr reszt z dzielenie przez 7 tworzy grupe z dziataniem dodawania modulo 7.
Zmalez¢ elementy odwrotne dla kazdego elementu grupy.

2 Pierscien

Strukture algebraiczna (R, +,-,0), w ktorej R jest pewnym niepustym zbiorem, symbole +, -
oznaczaja dwa dzialania dwuargumentowe w tym zbiorze, a 0 jest pewnym wyréznionym ele-
mentem zbioru R nazywa sie pier§cieniem ({gcznym) jesli:

e struktura Rt = (R, +,0) jest grupa przemienna z dziataniem + nazywanym dodawaniem
i elementem neutralnym 0 nazywanym zerem.
e struktura (R, -) jest polgrupa z dzialaniem - nazywanym mnozeniem

e oba dzialania powigzane sa ze sobg prawami rozdzielnoci: dla wszystkich a,b,c € R
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (b+c)-a=(b-a)+ (c-a).
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Poniewaz R*1 jest grupg, to pierScienn ma dokladnie jedno zero, a element przeciwny do a
wzgledem dodawania, nazywany elementem przeciwnym jest wyznaczony jednoznacznie i
oznaczany —a.

Na dziatanie mnozenia naktada si¢ czesto dodatkowe warunki, precyzujac nazwe nowej strultu-
ry:
e pierscien z jedynka - istnienie elementu neutralnego mnozenia nazywanego jedynka:
istnieje 1 € R taki, ze dla kazdego a € R zachodzi 1-a=a-1=a

e pierscien przemienny - przemienno$¢ mnozenie (wowczas przawa rozdzielnosci staja
sie sobie rownowazne): dla kazdych a,b € R zachodzi: a-b=1b- a.

e pierscien z dzieleniem - dowolny niezerowy element ma element odwrotny (zaktada
sie, ze pierscien ma jedynke): dla kazdego a € R\ {0} istnieje b € R takie, ze a - b= 1.

3 Cialo

Cialem nazywa sie pierscien przemienny z dzieleniem.
Przyktadami ciat sa: liczby wymierne, liczby rzeczywiste, liczby zespolone.

Kolejnosé opisuje wlasnosé bycia podciatem. Czyli liczby wymierne sa podciatem ciata liczb
rzeczywistych a takze ciata liczb zespolonych, Ciato liczb rzeczywistych jest podciatem ciata
liczb zespolonych.



